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Let a group G act on an associative algebra A One can form the algebraic crossed
product A  G cf  which plays the role of a noncommutative quotient in Conness
theory  The cyclic homology of this algebra was studied extensively in a series of papers
     It is well known that this homology admits a decomposition into a
direct sum cf  where the summands are indexed by conjugacy classes of elements of
the group Every direct summand is a limit of a spectral sequence whose E

term is the
homology of the group with coecients in certain homology groups cf 	 These latter
homology groups are the cyclic homology groups of the algebra if the conjugacy class is
the identity element
In this paper we studie this spectral sequence and the generalized version to negative
and periodique cyclic homology The main result cf  is the description of the dier

ential in the E

term More generally we dene characteristic classes for the action of an
algebra on a mixed complex When the mixed complex is the naturel one associated to a
G
algebra A and the operation is that of an automorphism group G of A these classes
 Research supported by the Dutch Science Organisation NWO
Mots cles Homologie cyclique Produit croise Suite spectrale Classes caracteristiques

determine the dierential d

of this spectral sequence We apply this result to obtain a
description of the periodic cyclic homology of a crossed product by the fundamental group
of a Riemann surface cf 
Introduction
Burghelea  et Karoubi  ont calcule la cohomologie cyclique de lalgebre du
groupe kG ou G est un groupe discret Feigin
Tsygan  prolongent ces resultats et
montrent que lhomologie cyclique HC

A  G du produit croise A  G dune G
algebre
A se decompose en somme directe  ou chaque composante est limite dune suite
spectrale th 	 voir aussi la suite spectrale de Brylinski  en homologie de Hochschild
La suite spectrale de Feigin
Tsygan est generalisee aux diverses variantes de lhomologie
cyclique par Getzler et Jones 




 la suite spectrale est
concentree sur deux colonnes et degenere en une suite exacte qui donne les resultats de
Nistor  et de Nest  dans le cas du groupe Z Lobjectif de ce papier est letude
de cette suite spectrale dans le cas ou le groupe admet des relations ce qui permettra de
prolonger les resultats de Nest et Nistor a dautres classes de groupes
Notre approche est basee sur la theorie des classes caracteristiques secondes intro

duites par A Legrand pour determiner la dierentielle de la suite spectrale de Serre dune




















 ordgW  de la suite
spectrale de Feigin
Tsygan associee est un produit de Yoneda par une classe

q


















 ordgW  est une des homologies dHochschild cyclique cyclique negative
et cyclique periodique associees a lalgebre A  voir  et G
g
est le centralisateur de g dans








trivial est caracteristique de loperation de G sur A Sur un corps

q



















CG est entierement determine par ces classes Des classes de

meme type ont ete introduites en K
theorie par E Fieux  pour calculer la dierentielle
de la suite spectrale de Kasparov
La construction de ces classes caracteristiques est faite dans le paragraphe  dans le
cas general de loperation dune algebre sur un complexe mixte Dans le meme paragraphe
on montre que ces classes determinent la dierentielle dune suite spectrale associee a
cette operation Ces resultats appliques a lalgebre produit croise permettent de calculer
la dierentielle de la suite spectrale de Feigin
Tsygan Dans le paragraphe   on en
deduit des suites exactes donnant lhomologie cyclique du produit croise par un groupe
de surface Le paragraphe  est consacre a des rappels sur lhomologie cyclique et sur
lalgebre produit croise ainsi que le prolongement de la suite spectrale de Feigin
Tsygan
aux diverses variantes de lhomologie cyclique tordue
Je remercie A Legrand pour laide et le soutien quil a apporte a lelaboration de
cet article ainsi que BL Tsygan pour les discussions que jai eu avec lui sur le sujet Je
remercie I Moerdijk pour laide et linteret quil a apporte a ce travail
 Homologie cyclique complexes mixtes et produits croises
 Rappelons quelques constructions liees a la notion dobjets cycliques tordus introduite
par Feigin
Tsygan  qui generalise la notion dobjets cycliques de Connes  Soit k






























pour chaque n tel que t
rn	
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Un complexe mixte M bB  est la donnee dun k
module M gradue positivement
dune dierentielle b sur M de degre  et dune dierentielle B sur M de degre  tel
que bB Bb  
On note ku lanneau des polynomes ou u est de degre W un ku
module gradue
et M u le module gradue des series formelles en u a coecients dans un complexe mixte
M  muni de la dierentielle b  uB Le complexe M u 
ku
W est alors muni de la





































M homologie de Hochschild
 Soient A une k
algebre et   AutA tel que 
r































     a
n








































     a
n
















































De la meme maniere que dans le cas classique de lhomologie cyclique ie r      on
associe des theories dhomologie cyclique tordue denies par
 r  HC
























A r  






















 muni du produit













 a b  A g h  G
Dans le cas particulier A  k on obtient lalgebre du groupe kG Pour g  G soient
G
g







g le normalisateur Notons par  G  lensemble des classes de
conjugaisons de G et g  fhgh







 les classes de conjugaisons des elements dordre ni resp inni
Le module cyclique A  G

ainsi que les groupes dhomologie se decomposent en une
somme directe



















A  GW 
g
est lhomologie cyclique de A  G

g
 le sous module cyclique



































































 ordgW  Le theoreme
suivant prolonge la suite spectrale de Feigin
Tsygandans les diverses variantes de lhomologie
cyclique
 Theor	eme



















Si W  ku u









est de dimension homologique nie et W  ku u













Dans  V Nistor montre que pour g dordre inni et N
g
de dimension homologique




































































 des polynomes de Laurent a coecient dans A Du theoreme precedent








 	 k  k
Demonstration du theor	eme 
 Si g est dordre ni la suite spectrale de Hochschild

Lyndon














 k Si A  k la suite spectrale du theoreme 	




















































































 Classes caracteristiques secondes en homologie cyclique
 Soient  une k
algebre et M bB un complexe mixte On dit que M bB est un
 
complexe mixte si M b est un  
module dierentiel gradue et B est un morphisme
de  
modules Pour une G
algebre associative A ou G est un groupe discret le complexe
mixte C

A   bB est un kG
complexe mixte
La structure de  
complexe mixte sur M bB induit une structure de  
module
dierentiel gradue sur le complexeM u
ku






























sont respectivement cycle bord et conoyau de la dierentielle d  b  uB





























M denit une classe 
















 Denition On appelle classe caracteristique seconde associee au complexe mixte
M bB la classe 

MW 
Pour chaque entier q la classe 

MW  determine une classe

q

















MW  associes a un  
complexe
mixte M bB entrent dans une longue suite exacte quon donne ici dans le cadre des
homologies cycliques comme cas particulier de celle traitee dans 	 
 Proposition Soit M bB un  complexe mixte o
u  est projective sur un anneau








































modules gradues a gauche et C

un  
module gradue a droite
projectif en tant que  























est une resolution  
injective de N


























Soit M bB un  
complexe mixte notons par

 le produit tensoriel complete algebrique













































































En particulier dans le cas ou C

est la bar
construction reduite B  de lalgebre  	
on obtient le resultat suivant 














Le theoreme precedent donne en particulier pour   kG
g















 ordg 	 A  G

g
























MW  est la classe caracteristique seconde associee au  complexe mixte M bB
Pour demontrer le theoreme  nous allons introduire une autre denition de la
classe caracteristique seconde associee a un  




une resolution  
injective de HC

MW  Le premier terme de la suite spectrale associee

































limage de   E


par la dierentielle 

de cette suite spectrale est une classe
!












De la meme maniere que dans  on montre que la classe !

MW  est lopposee de la





































associee a la ltration precedente degenere et
la dierentielle d


























	f  cm  
degcdegf
c fm








 c  B
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W  par le degre de B

  Le


















































     d









MW  on a 
  d

  x  

  x   d

x
Le fait que la classe !
q
MW  est lopposee de la classe caracteristique seconde 
q
MW 
entraine alors le theoreme







induit une structure de kG
g





















































 Produits croises et groupes de surfaces
Rappelons quun groupe de surface G est de dimension co
homologique egale a





































de lhomologie cyclique periodique Le theoreme suivant est enonce en homologie cyclique
periodique mais on a des resultats de meme type dans les autres homologies cycliques Si
loperation de G est triviale sur PHC

A alors 
 Theor	eme Il existe une suite exacte 
a six termes 	
PHC
pair
A  F   PHC
pair





















A  G  PHC
imp
A  F 
















La suite spectrale associee a G notee E


G est concentree sur les trois colonnes

















On note par 

G  resp 

F   la ltration sur laboutissement PHC

A  G  resp
PHC








































A  G  


F   PHC
n













F   E

n
F   E

n









































































































































































A  F 
 PHC
n





en contractant les suites exactes   et  La derniere partie de la proposition
resulte de ce que  est la dierentielle d
e

quon a calculee dans le corollaire 
 Proposition



















































































































A Le lemme suivant montre comment
elle intervient dans la suite exacte precedente
 Lemme 








FExtAB determine une suite exacte 	
 Coker 
B





























obtient la generalisation suivante















































 qui sidentie la classe caracteristique
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On suppose maintenant G  Z

 Cest un groupe de surface qui admet la presentation
  
  
   On suppose de plus que PHC

A est un Z


module trivial Soit Z 
Z le
groupe libre a deux generateurs  
 On deduit du theoreme  la proposition suivante
 Proposition
Il existe une suite exacte 
a six termes 	
PHC
pair
A  Z 

























A  Z 
 Z























 Lemme  Soient MN des Z
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A  Z 
 Z de la proposition  loperateur bord de la suite
exacte proposition 	 dans ce cas





les groupes libres engendres respectivement par les
generateurs  et 
 de Z
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 En eet comme
 et 



























































































b ou b est
un relevement de a 
q





A qui sidentie a
la classe 
q




Le groupe libre Z 
Z est engendre par les generateurs  et 
 Dans la suite exacte de
la proposition 	 loperateur bord  est le compose de 
q















A  Z 
 Z de la suite
exacte proposition 
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